Denotationale Semantik

Ein Beispid:

in (X,Y);

while X#£0 do X:=X-Y; Y:=Y-X od;
out (Y)

Aufgabe: Berechne speziell die Bedeutung von

whilebdocod mit b = X#£0
und ¢ = X:=X-Y; Y:=Y-X
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Grundsatzliches Vorgehen:

- ein paa Beispiele durchredhnen,

- die Funktion des Rumpfes der whil e-Schleife beredhnen,

- Eigenschaften Uker sie natieren (sofern moglich),

- f4, f5, f3 moglichst formal berechnen,

- endlichen Aus<chnitt aufschreiben, un etwas zu ,, erkennen,
- Hypothesen Gker die redlisierte Funktion aufstellen

- und Beweise fuhren.



Eingabe (0,1)
Eingabe (0,a)
Eingabe (2,2)
Eingabe (a,a)
Eingabe (3,2)
Eingabe (6,4)
Eingabe (8,5)

Ausgabe 1
Ausgabe a
Ausgabe 2
Ausgabe a
Ausgabe 1
Ausgabe 2
Ausgabe 1

Terminiert die whil e-Schleife immer?

Leider nein, z.B. nicht bei Eingabe (1,0).
Man probiert aus undstellt fest, dassdie while-Schleife
fUr die meisten Werte zu dvergieren scheint.

f=?  X:i=X-Y;Y:i=Y-X liefert: f(ab) = (ab,2b-a)

Bemerkung: f.istinjektiv,
d.h.,aus f(ab)=f(xy) folgt a=x und b=Yy.

Der Beweisist einfad,

denn f(a,b) =f(x,y) bedeutet (a-b,2b-a) = (x-y,2y-x), also
ab=x-y und d-a=2y-x, d.h., b+ (b-a) =y + (y-x).
Einsetzen ergibt b=y und a =x.



f(ab) = (ab,2b-a) as urendich grolRe Funktionstabell e:

Y=...3 2101 2 3 45 6 7 8

0,-3/-1,-1-2,1|-3,3|-4,5|-5,7|-6,9| -7,11| -8,13 -9,15 -1017 -11,19 -

1,-4(0,-2|-1,0|-2,2|-3,4|-4,6| -5,8| -6,10 -7,12 -8,14 -9,16/ -10,18 - -+

2,-5/1,-3/0,-1|-1,1|-2,3| -3,5| -4,7| -5,9| -6,11| -7,13 -8,15/ -9,17 - --
3,-6/2,-4/1,-2/ 0,0(-1,2(-2,4|-3,6|-4,8| -5,10 -6,12 -7,14 -8,16 - --
4,-7/3,-5/2,-3/1,-1| 0,1]-1,3/-2,5/-3,7|-4,9|-511|-6,13 -7,15 ...
5,-8/4,-6|3,-4/2,-2/ 1,0/ 0,2|-1,4/-2,6|-3,8| -4,10/-5,12 -6,14 ...
6,-9|5,-7/4,-5|3,-3|2,-1/ 1,1| 0,3|-1,5|-2,7| -3,9| -4,11 -513 ...
7,-10 6,-8| 5,-6| 4,-4( 3,-2| 2,0| 1,2| 0,4|-1,6|-2,8|-3,10/-4,12 ...
8-117,-9|6,-7|5,-5/4,-3/3,-1 2,1| 1,3/ 0,5|-1,7|-2,9|-311 ...

Betracite nunt Ty, (f) = cond (X#0,f-f,id)

Hinweis zur formalen Korrektheit:
X bedeutet die Projektion auf die este Komporente;
id ist hier die Identitét auf 9x9, also auf der Menge der Paare ganzer Zahlen.

Esqilt also fur alle ganzen Zahlen aund b

[po(f)(@ab) = cond (Xz0,f-f ,id)(a,b)

f(a-b,2b-a) ,fallsaz0
(a,b) , fallsa=0

Hinweis zur formalen Korrektheit: Iy . (f) ordnet der Speicherbelegung
X - aY - b fura# 0 de Speicherbelegung X - ab,Y - 2b-a
und anderenfall s unverandert die Speicherbelegung X - a Y - b zu.



Man setze gemald der denotationalen Semantik:

fo = fD (= die Uberall undefinierte Funktion f(a,b) = (0,0) fir alle aund b)

fiz1 = Fb,c (f,) fur allei =0

und kerechne von T, . den Keinsten Fixpurkt fix (I, . ), also
fix (o) = lim f;.
' | - o0

Diesist die Bedeutung dcer while-Schleife.

Fur unser Beispie erhalten wir:
fo=Tfn (=dieuberall undefinierte Funktion f(ab) = (0,0) fur alleaund b)
fy =T (fo) = cond (X#0,foef,id), d.h. Dabl 9:

fo(a-b,2b-a) = (0,0) ,fallsaz0
fl(a'b):{ (ab) fallsa=0

f, =T (f1) = cond (X#0,f,f,id), d.h. Dabl 9:

_ f,(a-b,2b-a) , fallsaz0
2ab)=Y  (ab) fallsa=0

(a-b,2b-a) fallsa-p=0 J Und a0

{ f,(a-b,2b-a) = (,00) ,fallsa-bz0
(ab) , fallsa=0



f3 =T (f2) = cond (X#0,f,°f,id), d.h. Da,bl 9:

f,(a-b,2b-a) , fallsaz0
fa(a.b) :{ (ab) fallsa=0
f,(2a-3b,5b-3a) , falls 2a-3b#0, a-b#0, a#0
(2a-3b,5b-3a) , falls 2a-3b=0, a-b#0, a#0
N (a-b,2b-a) , fallsa-b=0und a#0
(a,b) , fallsa=0
(O, O) , falls 2a-3b#0, a-b#0, a#0
(0, 5b-3a) , falls 2a-3b=0, a-b#0, a#0
a (O, 2b-a) , fallsa-b=0und az0
(O, b) , fallsa=0

Man rechnet weiter nach:

_ f5(a-b,2b-a) , fallsa#0
f4(ab)=Y (ab) ,fallsa=0
(4, Oy , falls 5a-8b 0, 2a-3b#0, a-b#0, a#0

(O, 13b-8a) , falls5a-8b=0, 2a-3b#0, a-b#0, az0
(0,5b-3a) ,falls2a-3b=0, a-b#0, a#0

(0, 2b-a) ,fallsa-b=0und az0

(O, b) , fallsa=0

USW.

»Sleht” man etwas? Eine Regelmaldigkeit? Die Koeffizienten

scheinen aufeinander folgende Fiboraccizahlen zu sein?!
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in (X,Y); while X#0 do X:=X-Y; Y:=Y-X od; out (Y)

Y=...3 2 -10 1 2 3 4 5 6 7 8

X

-3 0,0 0,00,0, 0,0 6,0 0,0/ 0,0 0,0 0,0, 0,0, 0,0, 4,0
-2 0,0/ 0,0 00 0,0 6,0 0,0 0,0 0,0/ 0,0 0,0 0,0 0,0
-1 0,0/ 0,0 0000 60 0,0 00 0,0/ 0,0 0,0 00 0,0
0 0,0/ 0,0 0000 60 0,0 00 0,0/ 0,0 0,0 00 0,0
1 0,0 0,00,0, 0,0 6,0 0,0/ 0,0 0,0 0,0, 0,0, 0,0, 4,0
2 0,0 0,00,0, 0,0 6,0 0,0/ 0,0 0,0 0,0, 0,0, 0,0, 4,0
3 0,0 0,00,0, 0,0 6,0 0,0/ 0,0 0,0 0,0, 0,0, 0,0, 4,0
4 0,0/ 0,0 0000 60 0,0 00 0,0/ 0,0 0,0 00 0,0
5 0,0/ 0,0 0000 60 0,0 00 0,0/ 0,0 0,0 00 0,0
fi=Tp(f)  in(X,Y); while X#0 do X:=X-Y; Y:=Y-X od; out (Y)

Y=...3 2101 2 3 4 5 6 7 8

X

-3 0,0/0,0/0,0/0,0/0,0/0,0/0,0/0,0/0,0/0,0,0,0,0,0
-2 0,0/ 0,0 00 0,0 6,0 0,0 0,0 0,0/ 0,0 0,0 0,0 0,0
-1 0,0/ 0,0 0000 60 0,0 00 0,0/ 0,0 0,0 00 0,0
0 0,-3/0,-2/0,-1/0,0 0,1 0,2 |0,3|0,4/0,5|0,6|0,7|0,8
1 0,0 0,00,0, 0,0 6,0 0,0/ 0,0 0,0 0,0, 0,0, 0,0, 4,0
2 0,0 0,00,0, 0,0 6,0 0,0/ 0,0 0,0 0,0, 0,0, 0,0, 4,0
3 0,0 0,00,0, 0,0 6,0 0,0/ 0,0 0,0 0,0, 0,0, 0,0, 4,0
4 0,0/ 0,0 0000 60 0,0 00 0,0/ 0,0 0,0 00 0,0
5 0,0/ 0,0 0000 60 0,0 00 0,0/ 0,0 0,0 00 0,0
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f2=Tpe(f)

in (X,Y); while X#0 do X:=X-Y; Y:=Y-X od; out (Y)

Y=...3 2 -10 1 2 3 4 5 6 7 8

X

-3 0,-3| 0,0/ 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0, 0,0
-2 0,0/0,-2/ 0,0, 0,0/ 6,0 0,0/ 0,0, 0,0/ 0,0, 0,0/ 0,0, 0,0
-1 0,0/ 0,0/10,-1 0,0 6,0, 0,0/ 0,0, 0,0/ 0,0, 0,0/ 0,0, 0,0
0 0-3/0,-2/0,-1{0,0 [0,1 |02 |03 |04 |05 |06 |0,7 |08
1 0,0 0,0 000001 | 0,0 0,0, 0,0 0,0, 0,0, 0,0, 40,0
2 0,0 0,00,0, 0,0 6,401 0,2 | 0,0 0,0 0,0 0,0, 0,0, 4,0
3 oouooooooooooos | gooooooonoo
4 0,0 00000006000 0004 | 0,0 0,0 00 0,0
5 0,0 0,00000 06000 00 0,005 | 0,0 00 0,0
fa=Ty(f)  in(X,Y); while X#0 do X:=X-Y; Y:=Y-X od; out (Y)

Y=...3 2101 2 3 4 5 6 7 8

X

-3 0,-3/0,-1| 0,0/ 0,0/ 0,0/ 0,0/ 0,0/ 0,0/ 0,0/ 0,0/ 0,0 0,0
-2 0,0/0,-2/ 0,0, 0,0/ 0,0 0,0/ 0,0, 0,0/ 0,0, 0,0/ 0,0, 0,0
-1 0,0/ 0,0/10,-1 0,0/ 6,0 0,0/ 0,0, 0,0/ 0,0, 0,0/ 0,0, 0,0
0 0-3/0,-2/0,-1{0,0 [0,1 |02 |03 |04 |05 |06 |0,7 |08
1 ooooooooor  goboooooooooonoo
2 0ouoooooooooez \gooooooooonoo
3 oonoooooonoooryo3 | gooooooonoo
4 0,0 00000006000 0004 | 0,0 0,0 00 0,0
5 0,0 0,00000 06000 000005 | 0,0 00 0,0
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fix (Tpc)  in(x.Y); while X#0 doX:=X-Y; Y:=Y-X od: out (Y)

Y=...-3 2 -1 0 1 2 3 45 6 7 8
X
-3 -+ 10,-310,-1 0,0/ 0,0 0,0 00000000000000 ---
-2 - |0,00,-2/ 0,0 000000000000000000 ...
-1 - |GOogo-yLunLooooooo oo oo oooo ..

0 - 10,-3/0,-2/0,-1/0,0 {0,2|0,2{0,3|0,4 (05|06 |0,7|0,8

1 | 00000000o01 | 0,0o00000000000O ...
2 000000000002 000000000000 ...
3 - |0000O00ooogol o3| 0000000000 ...
4

5

1 0000000000000004 00000000 ...
1 000000000000000005 000000 ...
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Hypothesen aufstell en (nadch einigem Probieren)

Betradchte die Fiboracdzahlen:
Fo= 0,F,= lundfuralei=20:F,,= Fu+F .

Fo= 0,F,= 1,F,= 1,F;= 2,F,= 3,F;= 5,F;= 8,
F,= 13,Fg= 21,Fg= 34,F;p= 55,F;; = 89,F, = 144, ...

Die while-Schleife terminiert zum Beispiel fir die Eingaben
(0,72) und(1,1) und(Fyy, Foir) und(-F,y, -Fyq) fur ale
natUrli chen Zahlen k. Auch fir deren Vielfache. Aber andere
Beispiele findet man nicht ??
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Setzt man F_; =-1, dann erhdt man folgende Hypothese:

Das Programm terminiert genau fur alle Eingaben
(a-Fa,aFy)

fur alleganzen Zahlen aund alle nattrlichen Zahlen k=0

und liefert dann als Ausgabe die Zahl a.

Selbst versuchen, des zu beweisen.

Dassdas Programm hierfr terminiert, sieht man leicht ein;
dassdie while-Schleife nur fur diese Eingaben terminiert,
erkennt man aus der Folge (X,Y) - (X-Y, 2Y-X).
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Hinwels: Wenn de while-Schleifefur (X,Y) = (a-Fy,a-Fy.1)
terminiert und cbs Ergebnis (0,a) liefert, dann betrachte die
Anfangswerte (X,Y) = (a-Fy2,a-Fyiq). Nadh einem
Schleifendurchlauf hat sich diese Variablenbelegung dann
gedndert zu (beadite: Fyy,o-Fori1=Foy):
(X-Y, 2Y-X) = (aFauz-a Fog, 28 Foga -a Foyun)

= (aFa & Four-a (Fawz-Faxe))

= (aFa aFour-arFy)

= (a-Fa,aFaa),
d.h.,auch mit diesen Eingabewerten terminiert die while-
Schleife undliefert ebenfall s das Ergebnis (0,a).

Alle anderen Eingaben dvergieren gegen +(,-).
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